1. Основные понятия теории графов
1. Определение

Граф – это совокупность конечного числа точек, называемых вершинами графа, и попарно соединяющих некоторые из этих вершин линий, называемых ребрами или дугами графа. Вершины графа принято обозначать заглавными латинскими буквами. А граф в целом можно обозначать одной заглавной буквой.
Перед тем, как познакомиться с различными видами графов введем еще несколько дополнительных и очень важных понятий.
1) Степень вершины

Степенью вершины называется число ребер, которым принадлежит вершина. Вершина называется нечетной, если ее степень - число нечетное. Вершина называется четной, если ее степень - число четное. Степень вершины A обозначается как p (A).

2) Путь

Путем от A до X называется последовательность ребер, ведущая от A к X, такая, что каждые два соседних ребра имеют общую вершину, и никакое ребро не встречается более одного раза. Длиной пути, проложенного на цикле, называется число ребер этого пути.
3) Связные вершины

Две вершины A и B в графе называются связными, если в нем существует путь, ведущий из A в B.
2. Виды графов

· Граф, состоящий только из изолированных вершин, называется нуль-графом. Обозначение: Q - граф с вершинами, не имеющий ребер.
· Граф, в котором каждая пара вершин соединена ребром, называется полным. Такой граф можно представить как n-угольник, в котором проведены все диагонали.
· Граф, который можно представить на плоскости в таком виде, когда его ребра пересекаются только в вершинах, называется плоским. Но не каждый граф является плоским, хотя любой плоский граф можно представить в обычном виде.
· Граф, степени всех k вершин которого одинаковы, называется однородным графом степени k.
· Циклом называется путь, в котором совпадают начальная и конечная точка. Простым циклом называется цикл, не проходящий ни через одну из вершин графа более одного раза. Эйлеровым называется цикл, проходящий по каждому ребру графа ровно один раз. Гамильтоновым называется цикл, проходящий по каждой вершине графа ровно один раз.
· Граф называется связным, если каждые две его вершины связны; если же в графе найдется хотя бы одна пара несвязных вершин, то граф называется несвязным.
· Эйлеровым называется граф, имеющий эйлеров цикл.
· Деревом называется связный граф, не содержащий циклов.
· Несвязный граф, состоящий исключительно из деревьев, называется лесом.
· Граф называют простым, если две вершины соединяет не более одного ребра, в противном случае, граф называют мультиграфом.
· Граф называется планарным, если его можно изобразить на плоскости без самопересечений. Такое изображение называют плоской укладкой графа.
· Граф называется двудольным, если его вершины можно разбить на два класса таким образом, что вершины каждого класса несмежны. Если каждая вершина одной доли соединена ребром с каждой вершиной другой доли, то такой граф называют полным двудольным графом.
3. Свойства (теоремы) графов
Теорема 1. Сумма степеней всех вершин графа равна удвоенному количеству его ребер.

Теорема 2. В простом графе найдется не менее двух вершин с одинаковыми степенями.
Теорема 3. В простом графе с p вершинами число ребер не больше [image: image24.png]
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Доказательство. Всего p вершин, каждая из них может быть соединена не более чем с (p-1) остальными вершинами. Таким образом, получаем (p-1)p ребер, но каждое из них посчитано ровно два раза, так как соединяет две вершины. Поэтому делим полученное выражение пополам.

Теорема 4 (Эйлера). Связный граф уникурсален тогда и только тогда, когда степени всех его вершин четны или у него ровно две вершины нечетной степени.

Доказательство. Вначале заметим, что если все вершины графа имеют степень не меньше двух, то в нем существует хотя бы один цикл.

Рассмотрим случай, когда все вершины четны. Применим «метод стирания». Выберем некоторую точку и начнем строить путь. Так как степени всех вершин четны, то они не меньше двух. Поэтому, войдя по некоторому ребру в данную точку, мы всегда можем выйти из нее по второму ребру. Будем отмечать пройденные вершины. Так как число вершин конечно, то на каком то шаге мы перейдем в одну из уже отмеченных вершин и таким образом замкнем цикл.  Теперь сотрем этот цикл (естественно, запомнив его где-то) и рассмотрим получившийся граф. Он может оказаться несвязным, но, тем не менее, все его вершины будут иметь четную степень. Применим к этому графу ту же процедуру, и будем это делать до тех пор, пока остается хотя бы один нетривиальный подграф. В результате мы получим несколько циклов, которые не имеют общих ребер, а все вместе образуют исходный граф. Нам остается только склеить эти циклы в один. Возьмем два цикла (…ВАС…) и (…НАМ…), имеющие общую вершину А, разрежем их в этой вершине и склеим по такому правилу: сначала выписываем вершины первого цикла, потом, дойдя до точки А, записываем все вершины  второго цикла, а затем продолжаем выписывать оставшиеся вершины первого цикла. Очевидно, что в итоге у нас получится один цикл, который содержит все ребра исходного графа.

Предположим теперь, что в исходном графе ровно две нечетных вершины А и В.  Соединим их дополнительных ребром АВ, и получим граф, все вершины которого четны. Построим для него эйлеров цикл по указанному выше алгоритму. Перепишем его так, чтобы вершина А была начальной, а ребро АВ – последним. Удалив из этого цикла ребро АВ получим цикл, начинающийся в А и заканчивающийся в В. Этот путь проходит через все ребра исходного графа. 
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Предположим теперь, что граф уникурсален. Докажем, что в нем не более двух нечетных вершин. Очевидно, что рисовать такой граф нужно, начиная с нечетной вершины.  Причем завершить маршрут нужно в другой нечетной вершине. Если же имеется еще одна нечетная вершина, то она не может быть ни начальной, ни конечной. Поэтому, когда мы в нее заходим, то должны обязательно выйти. Каждый проход через вершину уменьшает число не пройденных ребер, связанных с этой вершиной, ровно на два. В итоге, на каком то шаге в нечетной вершине останется только одно не пройденное ребро, зайдя по которому в вершину  мы уже не сможем из нее выйти. Теорема доказана полностью.

Теорема 5. Пусть связный граф имеет не меньше четырех вершин (p>3) и степень каждой вершины не меньше p/2, тогда в графе имеется гамильтонов цикл.

Доказательство. Рассмотрим граф на рисунке 1. У него 6 вершин, при этом пять вершин имеют степень три, и одна степень пять. Согласно теореме, в этом графе существует  гамильтонов цикл. Нетрудно проверить, что таким циклом является цикл (AEFDBCA).

Рассмотрим теперь какой-нибудь выпуклый многоугольник. Его вершины будем считать вершинами, а стороны – ребрами, некоторого графа. Степень каждой вершины  такого графа равна двум, и  для него, очевидно, не выполняются требования теоремы 5. Но, тем не менее, этот граф является гамильтоновым.

Теорема 6. В любом дереве существует хотя бы одна вершина степени единица. (Такие вершины называют «висячими».)

Доказательство. Используем метод «от противного». Предположим, что в графе нет вершин степени единица. Тогда все вершины имеют степень не меньше двух. Когда мы доказывали теорему 5, то показали, что в подобных графах обязательно существую циклы. Это противоречит тому, что исходный граф – дерево.

Теорема 7. Связный граф является деревом тогда и только тогда, когда количество его вершин на единицу превосходит количество ребер:
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Доказательство. Покажем вначале, что любое дерево обладает указанным свойством. Применим метод «стирания». Так как в дереве (смотри теорему 6) всегда имеются «висячие» вершины, мы сотрем одну такую вершину вместе с выходящим из нее ребром. В результате мы вновь получим дерево, у которого на одно ребро и на одну вершину меньше. Будем продолжать эту процедуру до тех пор, пока граф не превратится в одно единственное ребро, которым соединены две вершины. Для такого графа наша формула очевидна. Заметим также, что процедура стирания на каждом шаге не изменяла разность [image: image4.wmf]q
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 (и p и q на каждом шаге уменьшались ровно на единицу), поэтому исходная разность также равнялась единице.

Теперь объясним идею доказательства того, что из свойства [image: image5.wmf]1
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 следует, что граф является деревом. Используем метод «от противного». То есть, будем считать, что в графе имеются циклы.  Рассмотрим один из них. Удалим любое ребро, принадлежащее данному циклу, при этом граф останется связным. Будем удалять ребра из графа до тех пор, пока в нем будет хотя бы один цикл. (Пусть таким образом мы удалили [image: image6.wmf]1
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 ребер.) Когда в графе не останется ни одного цикла, он превратится в дерево, для которого выполняется формула [image: image7.wmf]1
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, из которой следует, что [image: image8.wmf]1
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. Таким образом, мы доказали, что для графов, имеющих циклы, указанная в условии теоремы формула не выполняется.

Далее нам понадобится понятие гомеоморфизма. Это очень сложное математическое понятие, но в отношении к графам оно формулируется довольно просто. Мы не будем давать строго определения, а рассмотрим это свойство на примерах. [image: image12.png]


Будем говорить, что два графа гомеоморфны, если один из них получен из другого, путем добавления новых вершин на уже имеющиеся ребра. 

Теперь сформулируем условие планарности графов.

Теорема 8. Граф планарен тогда и только тогда, когда он не содержит подграфов, гомеоморфных [image: image9.wmf]3

,

3

K

 и [image: image10.wmf]5

K

.
Теорема 9. Планарный граф можно раскрасить пятью красками так, что любые смежные вершины будут окрашены в разные цвета.
Теорема 10. Граф является двудольным тогда и только тогда, когда все простые циклы, содержащиеся в этом графе, имеют четную длину. (То есть, все простые циклы состоят из четного количества ребер).
Теорема 11. Число нечетных вершин любого графа четно.
Эта теорема имеет немало любопытных следствий. 

Следствие 1. Нечетное число знакомых в любой компании всегда четно. 

Следствие 2. Число вершин многогранника, в которых сходится нечетное число ребер, четно. 

Следствие 3. Число всех людей, когда-либо пожавших руку другим людям, нечетное число раз, является четным. 
Теорема 12. Если в графе с n вершинами (n больше или равно 2) только одна пара имеет одинаковую степень, то в этом графе всегда найдется либо единственная изолированная вершина, либо единственная вершина, соединенная со всеми другими. 
Теорема 13. Если у графа все простые циклы четной длины, то он не содержит ни одного цикла четной длины. 
Теорема 14. Полный граф с пятью вершинами не является плоским. 

Теорема 15. (Теорема Понтрягина-Куратовского) Граф является плоским тогда и только тогда, когда он не имеет в качестве подграфа полного графа с пятью вершинами.
Теорема 16. Для того чтобы на связном графе можно было бы проложить цепь АВ, содержащую все его ребра в точности по одному разу, необходимо и достаточно, чтобы А и В были единственными нечетными вершинами этого графа. 

4. Операции над графами
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Объединением графов                         и                        называется граф
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               , множество вершин которого есть объединение множеств вершин графов G1 и G2                    , а множество ребер является объединением множеств ребер  этих графов                          . 
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Пересечением графов  G1 и G2 называется граф                  , множество вершин которого                      , а множество ребер                         .
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Кольцевой суммой графов  G1 и G2 называется граф             , порожденный на множестве ребер                                , т. е. на множестве ребер, присутствующих либо в G1, либо в G2, но не принадлежащих их пересечению [image: image11.png]Gy NGy
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Рисунок 1. Пути в графе
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Рисунок 2. Гомеоморфные графы








