1. Обзор литературы

Теория графов — раздел дискретной математики, изучающий свойства графов, поэтому этот вопрос рассматривается в литературе и как часть содержания книг по дискретной математике, и как отдельная тема исследований и книг. Для того чтобы успешно решать различные задачи, необходимо научиться анализировать ситуацию, сравнивать, сопоставлять, рассуждать, задавать вопросы. Развить все эти мыслительные операции помогут графы. С помощью графов удобно и наглядно изображается информация о разных объектах и отношениях между ними.

Развитие науки, усложнение экономических и социальных связей и отношений привели к разработке специальной области научных знаний – теории принятия решений, основанной на различных разделах математики. Реальные задачи планирования связаны с выбором таких решений, которые позволили бы получить некие оптимальные результаты. Например, достичь максимальной прибыли предприятия, закончить комплекс работ в кратчайший срок, соединить компьютеры локальной сетью минимальной длины и т. д. Во всех этих задачах можно выделить цель (в математике она записывается в виде целевой функции, которую необходимо исследовать на минимум или максимум, то есть, оптимизировать). Кроме того, в каждой такой задаче существуют ограничения, которые тоже можно записать в математических терминах. В этом случае говорят, что построена математическая модель изучаемого явления. Под математической моделью понимают приближенное описание изучаемого явления, выраженное в математических терминах (в виде формул, графиков, и т.д.).

Выработаны специальные математические методы решения таких задач. Мы будем рассматривать такие задачи теории принятия решения, которые связаны с применением математической теории графов: задачи кратчайшего пути, минимизации дерева расстояний, максимального потока в сети и задачу управления комплексом взаимосвязанных работ и другие прикладные задачи. Мы научимся строить сетевые графики и рассчитывать параметры сети. Кроме того, покажем, как с помощью специально разработанного метода «критического пути» можно принимать решения по управлению комплексом работ.

Перечисленные выше задачи относятся к оптимизационным задачам  (ищется оптимальное решение, при котором целевая функция достигает  минимума или максимума). Выработаны специальные методы решения таких задач, которые носят название линейного, или математического программирования. Эти методы применялись, например, во время второй мировой войны для планирования военных операций, поэтому соответствующая наука долгое время называлась «исследование операций». В настоящее время применяется термин «теория принятия решений» и методы этой науки применяются очень широко для решения разнообразных задач в различных областях.

В математической литературе, посвященной теме «Графы», также в содержании рассматриваются следующие теоретические вопросы:

определяются все основные понятия теории графов: вершины, ребра, понятие гомеоморфизма и планарности графов, связность, свойства графов (эти вопросы освещаются в каждой книге списка литературы);

1) история возникновения теории графов (задача о Кенигсбергских мостах, впервые описанная Леонардом Эйлером);

2) частные виды графов (маршруты, цепи, циклы, деревья, простые графы и мультиграфы, планарные графы, двудольные графы);

3) операции над графами (объединение, произведение, композиция).

В книгах, предназначенных для изучения в вузах вопросы теории графов рассматриваются наряду с вопросами об изоморфизме графов и инвариантах графов; исследуется возможность матричного представления графов; характеризуется вопрос о трансвесалях и паросочетаниях [1].

Так как цель нашего исследования была определена следующим образом: «Используя теорию графов научиться решать практические и прикладные задачи», то особо остановимся на характеристике направлений возможностей применения теории графов для решения задач практики и задач, появляющихся в естественных дисциплинах. Для этого мы используем работы О. Оре [2], О.И. Мельникова [3].

Наиболее подробно и ясно для школьников приложения теории графов охарактеризованы в работе О. Оре [2]. В ней описаны следующие задачи:

- о составлении расписания игр;

- об изображении фигур без отрыва ручки от листа бумаги единым росчерком (об уникурсальных кривых);

- о соединении городов;

- о назначении на должности;

- об одностороннем движении;

- о раскрашивании карт четырьмя (пятью) красками так, чтобы соседние страны с общей границей были бы окрашены в разные цвета и мн. др.

В литературе по высшей математике представлен вопрос и о решении задач теории принятия решений, которые связаны с применением математической теории графов, к которым относятся: 

- задача кратчайшего пути;

- задача минимизации дерева расстояний;

- задача максимального потока в сети; 

- задача управления комплексом взаимосвязанных работ и др.

Связывая графы с прикладными задачами, мы можем легко решать задачи из области химии (задачи о возможных структурах насыщенных /предельных углеводородов), информатики (задачи о построении оптимального кода), биологии (теории ветвящихся процессов, таких как размножение бактерий), физики (конструирование печатных схем) [4].

Обзор литературы по данному вопросу позволил сделать ряд выводов:

1) теория графов – эффективный аппарат для решения практических и прикладных задач. Умение применять эту теорию даёт возможность решать нестандартные задачи оригинальным и в то же время простым и удобным способом;

2) благодаря применению теории графов открывается широкая возможность использования оригинальных, но в то же время очень простых способов решения задач олимпиадного и занимательного уровня;

3) теория графов может служить методом решения некоторых типов прикладных и практических задач, встречающихся в современной школьной практике, которые в рассматриваемой литературе охарактеризованы недостаточно;

4) в проанализированных работах не рассматривается вопрос о возможностях применения компьютерных технологий для решения задач теории графов.

2. Основные понятия теории графов
2.1. Определение

Граф – это совокупность конечного числа точек, называемых вершинами графа, и попарно соединяющих некоторые из этих вершин линий, называемых ребрами или дугами графа. Вершины графа принято обозначать заглавными латинскими буквами. А граф в целом можно обозначать одной заглавной буквой.
Перед тем, как познакомиться с различными видами графов введем еще несколько дополнительных и очень важных понятий.
1) Степень вершины

Степенью вершины называется число ребер, которым принадлежит вершина. Вершина называется нечетной, если ее степень - число нечетное. Вершина называется четной, если ее степень - число четное. Степень вершины A обозначается как p (A).

2) Путь

Путем от A до X называется последовательность ребер, ведущая от A к X, такая, что каждые два соседних ребра имеют общую вершину, и никакое ребро не встречается более одного раза. Длиной пути, проложенного на цикле, называется число ребер этого пути.
3) Связные вершины

Две вершины A и B в графе называются связными, если в нем существует путь, ведущий из A в B[1].
4) Петля

Ребро, соединяющее вершину саму с собой, называют петлей.

5) Дополнение графа

Дополнением данного графа называется граф, состоящий из всех ребер и их концов, которые необходимо добавить к исходному графу, чтобы получить полный граф.

6) Инцидентная вершина
Вершина, инцидентная ребру - одна из концевых вершин ребра[5].

2.2. Виды графов

· Граф, состоящий только из изолированных вершин, называется нуль-графом. Обозначение: Q - граф с вершинами, не имеющий ребер [1].
· Если ребрам графа приданы направления от одной вершины к другой, то такой граф называется ориентированным.

· Если направления ребер не указываются, то такой граф неориентированный.

· Граф, имеющий как ориентированные, так и неориентированные ребра называется смешанным.

· Граф с кратными ребрами и петлями называется псевдографом.

· Граф, в котором каждая пара вершин соединена ребром, называется полным. Такой граф можно представить как n-угольник, в котором проведены все диагонали [5].
· Граф, в котором каждая пара вершин соединена ребром, называется полным. Такой граф можно представить как n-угольник, в котором проведены все диагонали.

· Граф, который можно представить на плоскости в таком виде, когда его ребра пересекаются только в вершинах, называется плоским. Но не каждый граф является плоским, хотя любой плоский граф можно представить в обычном виде.

· Граф, степени всех k вершин которого одинаковы, называется однородным графом степени k.
· Циклом называется путь, в котором совпадают начальная и конечная точка. Простым циклом называется цикл, не проходящий ни через одну из вершин графа более одного раза. Эйлеровым называется цикл, проходящий по каждому ребру графа ровно один раз. Гамильтоновым называется цикл, проходящий по каждой вершине графа ровно один раз.
· Граф называется связным, если каждые две его вершины связны; если же в графе найдется хотя бы одна пара несвязных вершин, то граф называется несвязным.
· Ориентированный граф называется сильно связным, если для любых двух его вершин xi и xj существует хотя бы один путь, соединяющий xi с xj.

· Ориентированный граф называется односторонне связным, если для любых двух его вершин, по крайней мере, одна достижима из другой.
· Эйлеровым называется граф, имеющий эйлеров цикл.

· Деревом называется связный граф, не содержащий циклов.

· Несвязный граф, состоящий исключительно из деревьев, называется лесом.

· Граф называют простым, если две вершины соединяет не более одного ребра, в противном случае, граф называют мультиграфом.

· Граф называется планарным, если его можно изобразить на плоскости без самопересечений. Такое изображение называют плоской укладкой графа.

· Граф называется двудольным, если его вершины можно разбить на два класса таким образом, что вершины каждого класса несмежны. Если каждая вершина одной доли соединена ребром с каждой вершиной другой доли, то такой граф называют полным двудольным графом [1].
2.3. Маршруты, циклы в неориентированном графе
Маршрутом или цепью называется такая последовательность (конечная или
бесконечная) ребер a1, a2,... an..., что каждые соседние два ребра ai и ai+1 имеют общую инцидентную вершину. Одно и то же ребро может встречаться в маршруте несколько раз. В конечном маршруте (a1,a2,...an) имеется первое ребро a1 и последнее ребро an. Вершина x1, инцидентная ребру a1, но не инцидентная ребру a2, называется началом маршрута, а вершина xn, инцидентная ребру an, но не инцидентная ребру an–1, называется концом маршрута.

Длиной (или мощностью) маршрута называется число ребер, входящих в маршрут, причем каждое ребро считается столько раз, сколько оно входит в данный маршрут.

Замкнутый маршрут называется циклом.

2.4. Пути, контуры в ориентированном графе
Путем ориентированного графа называется последовательность дуг, в которой конечная вершина всякой дуги, отличной от последней, является начальной вершиной следующей дуги.

Число дуг пути называется длиной пути.

Путь называется контуром, если его начальная вершина совпадает с конечной вершиной.

Путь (контур), в котором все дуги различны, называется простым.

Путь (контур), в котором все вершины, кроме первой и последней, различны, называется элементарным.

Следует усвоить, что понятиям ребра, маршрута, цепи, цикла в неориентированном графе соответствуют понятия дуги, пути, ориентированной цепи, контура в ориентированном графе. Для лучшего запоминания приведем эти термины в таблице.
	Неориентированный граф
	Ориентированный граф

	ребро
	дуга

	маршрут
	путь

	цикл
	контур


2.5. Связность графа

Компонентой связности неориентированного графа называется его связный подграф, не являющийся собственным подграфом никакого другого связного подграфа данного графа (максимально связный подграф).

Компонентой сильной связности ориентированного графа называется его сильно связный подграф, не являющийся собственным подграфом никакого другого сильно связного подграфа данного графа (максимально сильно связный подграф).

Компонентой односторонней связности неориентированного графа называется его односторонне связный подграф, не являющийся собственным подграфом никакого другого односторонне связного подграфа данного графа (максимально односторонне связный подграф).

2.6. Пути во взвешенных ориентированных графах
Ориентированный граф называется нагруженным, если дугам этого графа поставлены в соответствие веса, так что дуге (xi, xj) сопоставлено некоторое число c(xi, xj) = cij, называемое длиной (или весом, или стоимостью) дуги.

Длиной (или весом или стоимостью) пути s, состоящего из некоторой последовательности дуг (xi, xj), называется число l(s), равное сумме длин дуг, входящих в этот путь.
Четверка (M, R, f, g) называется помеченным графом, где пара функций f, g – по-метка или распределение меток графа G = (M, R) и 

f: M → SM (распределение меток вершин),

g: R → SR (распределение меток дуг).

Помеченный граф (M, R, f, g) изображен на рисунке и представляет собой схему автомобильных дорог с указанием их протяженности.

[image: image1.png]681

OrMek a1 () a» HosocrGupex

{eMm
astomap @ X Kenmeposo a30




Информацию о весах дуг во взвешенном графе можно представлять в виде матрицы весов W = (wij), где wij – вес дуги (ai, aj), если дуга (ai, aj) существует, а для несуществующих дуг веса обычно помечают нулем или знаком ∞ в зависимости от приложений.

Одним из представлений графа, удобным при работе с графами, в которых удаляются или добавляются вершины, является структура смежности, получаемая составлением для каждой вершины а списка номеров ее последователей, т. е. номеров вершин b, для которых имеется дуга (a, b).
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Так например, для граф, изображенного выше, представляется следующей структурой смежности.

	Вершины:
	Списки последователей:

	1:
	1, 2

	2:
	3

	3:
	4

	4:
	3, 4

	5:
	


Для ненагруженного графа введем понятие кратчайшего пути. Это путь с минимальным общим числом дуг, причем каждая дуга считается столько раз, сколько она содержится в этом пути.
2.7. Деревья

Как уже упоминалось в пункте 2.2., неориентированным деревом (или просто деревом) называется связный граф без циклов. Также понятия дерево можно определить как связный граф, содержащий n вершин и n – 1 ребер или граф, любые две вершины которого можно соединить простой цепью.

Если граф несвязный и не имеет циклов, то каждая его связная компонента будет деревом. Такой граф называется лесом.

Остовным деревом связного графа G называется любой его подграф, содержащий все вершины графа G и являющийся деревом.

Число γ = m – n + 1 называется цикломатическим числом графа [5].

2.8. Свойства (теоремы) графов
Теорема 1. Сумма степеней всех вершин графа равна удвоенному количеству его ребер.

Теорема 2. В простом графе найдется не менее двух вершин с одинаковыми степенями.

Теорема 3. В простом графе с p вершинами число ребер не больше [image: image3.wmf]2
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Доказательство. Всего p вершин, каждая из них может быть соединена не более чем с (p-1) остальными вершинами. Таким образом, получаем (p-1)p ребер, но каждое из них посчитано ровно два раза, так как соединяет две вершины. Поэтому делим полученное выражение пополам.

Теорема 4 (Эйлера). Связный граф уникурсален тогда и только тогда, когда степени всех его вершин четны или у него ровно две вершины нечетной степени.

Доказательство. Вначале заметим, что если все вершины графа имеют степень не меньше двух, то в нем существует хотя бы один цикл.

Рассмотрим случай, когда все вершины четны. Применим «метод стирания». Выберем некоторую точку и начнем строить путь. Так как степени всех вершин четны, то они не меньше двух. Поэтому, войдя по некоторому ребру в данную точку, мы всегда можем выйти из нее по второму ребру. Будем отмечать пройденные вершины. Так как число вершин конечно, то на каком то шаге мы перейдем в одну из уже отмеченных вершин и таким образом замкнем цикл.  Теперь сотрем этот цикл (естественно, запомнив его где-то) и рассмотрим получившийся граф. Он может оказаться несвязным, но, тем не менее, все его вершины будут иметь четную степень. Применим к этому графу ту же процедуру, и будем это делать до тех пор, пока остается хотя бы один нетривиальный подграф. В результате мы получим несколько циклов, которые не имеют общих ребер, а все вместе образуют исходный граф. Нам остается только склеить эти циклы в один. Возьмем два цикла (…ВАС…) и (…НАМ…), имеющие общую вершину А, разрежем их в этой вершине и склеим по такому правилу: сначала выписываем вершины первого цикла, потом, дойдя до точки А, записываем все вершины  второго цикла, а затем продолжаем выписывать оставшиеся вершины первого цикла. Очевидно, что в итоге у нас получится один цикл, который содержит все ребра исходного графа.

Предположим теперь, что в исходном графе ровно две нечетных вершины А и В.  Соединим их дополнительных ребром АВ, и получим граф, все вершины которого четны. Построим для него эйлеров цикл по указанному выше алгоритму. Перепишем его так, чтобы вершина А была начальной, а ребро АВ – последним. Удалив из этого цикла ребро АВ получим цикл, начинающийся в А и заканчивающийся в В. Этот путь проходит через все ребра исходного графа. 
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Предположим теперь, что граф уникурсален. Докажем, что в нем не более двух нечетных вершин. Очевидно, что рисовать такой граф нужно, начиная с нечетной вершины.  Причем завершить маршрут нужно в другой нечетной вершине. Если же имеется еще одна нечетная вершина, то она не может быть ни начальной, ни конечной. Поэтому, когда мы в нее заходим, то должны обязательно выйти. Каждый проход через вершину уменьшает число не пройденных ребер, связанных с этой вершиной, ровно на два. В итоге, на каком то шаге в нечетной вершине останется только одно не пройденное ребро, зайдя по которому в вершину  мы уже не сможем из нее выйти. Теорема доказана полностью.

Теорема 5. Пусть связный граф имеет не меньше четырех вершин (p>3) и степень каждой вершины не меньше p/2, тогда в графе имеется гамильтонов цикл.

Доказательство. Рассмотрим граф на рисунке 1. У него 6 вершин, при этом пять вершин имеют степень три, и одна степень пять. Согласно теореме, в этом графе существует  гамильтонов цикл. Нетрудно проверить, что таким циклом является цикл (AEFDBCA).

Рассмотрим теперь какой-нибудь выпуклый многоугольник. Его вершины будем считать вершинами, а стороны – ребрами, некоторого графа. Степень каждой вершины  такого графа равна двум, и  для него, очевидно, не выполняются требования теоремы 5. Но, тем не менее, этот граф является гамильтоновым.

Теорема 6. В любом дереве существует хотя бы одна вершина степени единица. (Такие вершины называют «висячими».)

Доказательство. Используем метод «от противного». Предположим, что в графе нет вершин степени единица. Тогда все вершины имеют степень не меньше двух. Когда мы доказывали теорему 5, то показали, что в подобных графах обязательно существую циклы. Это противоречит тому, что исходный граф – дерево.

Теорема 7. Связный граф является деревом тогда и только тогда, когда количество его вершин на единицу превосходит количество ребер:
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Доказательство. Покажем вначале, что любое дерево обладает указанным свойством. Применим метод «стирания». Так как в дереве (смотри теорему 6) всегда имеются «висячие» вершины, мы сотрем одну такую вершину вместе с выходящим из нее ребром. В результате мы вновь получим дерево, у которого на одно ребро и на одну вершину меньше. Будем продолжать эту процедуру до тех пор, пока граф не превратится в одно единственное ребро, которым соединены две вершины. Для такого графа наша формула очевидна. Заметим также, что процедура стирания на каждом шаге не изменяла разность [image: image6.wmf]q

p

-

 (и p и q на каждом шаге уменьшались ровно на единицу), поэтому исходная разность также равнялась единице.

Теперь объясним идею доказательства того, что из свойства [image: image7.wmf]1
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 следует, что граф является деревом. Используем метод «от противного». То есть, будем считать, что в графе имеются циклы.  Рассмотрим один из них. Удалим любое ребро, принадлежащее данному циклу, при этом граф останется связным. Будем удалять ребра из графа до тех пор, пока в нем будет хотя бы один цикл. (Пусть таким образом мы удалили [image: image8.wmf]1
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 ребер.) Когда в графе не останется ни одного цикла, он превратится в дерево, для которого выполняется формула [image: image9.wmf]1
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, из которой следует, что [image: image10.wmf]1
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. Таким образом, мы доказали, что для графов, имеющих циклы, указанная в условии теоремы формула не выполняется.

Далее нам понадобится понятие гомеоморфизма. Это очень сложное математическое понятие, но в отношении к графам оно формулируется довольно просто. Мы не будем давать строго определения, а рассмотрим это свойство на примерах. [image: image44.emf]Будем говорить, что два графа гомеоморфны, если один из них получен из другого, путем добавления новых вершин на уже имеющиеся ребра. 

Теперь сформулируем условие планарности графов.

Теорема 8. Граф планарен тогда и только тогда, когда он не содержит подграфов, гомеоморфных [image: image11.wmf]3
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Теорема 9. Планарный граф можно раскрасить пятью красками так, что любые смежные вершины будут окрашены в разные цвета.

Теорема 10. Граф является двудольным тогда и только тогда, когда все простые циклы, содержащиеся в этом графе, имеют четную длину. (То есть, все простые циклы состоят из четного количества ребер).
Теорема 11. Число нечетных вершин любого графа четно.

Эта теорема имеет немало любопытных следствий. 

Следствие 1. Нечетное число знакомых в любой компании всегда четно. 

Следствие 2. Число вершин многогранника, в которых сходится нечетное число ребер, четно. 

Следствие 3. Число всех людей, когда-либо пожавших руку другим людям, нечетное число раз, является четным. 
Теорема 12. Если в графе с n вершинами (n больше или равно 2) только одна пара имеет одинаковую степень, то в этом графе всегда найдется либо единственная изолированная вершина, либо единственная вершина, соединенная со всеми другими. 

Теорема 13. Если у графа все простые циклы четной длины, то он не содержит ни одного цикла четной длины. 

Теорема 14. Полный граф с пятью вершинами не является плоским. 

Теорема 15. (Теорема Понтрягина-Куратовского) Граф является плоским тогда и только тогда, когда он не имеет в качестве подграфа полного графа с пятью вершинами.

Теорема 16. Для того чтобы на связном графе можно было бы проложить цепь АВ, содержащую все его ребра в точности по одному разу, необходимо и достаточно, чтобы А и В были единственными нечетными вершинами этого графа. 

2.9. Операции над графами
Объединением графов G1= [R1, A1] и G2= [R2, A2] называется граф [image: image13.png]G=GUG,



 , множество вершин которого есть объединение множеств вершин графов G1 и G2    [image: image14.png](R=RjURy)



, а множество ребер является объединением множеств ребер этих графов [image: image15.png](4=41U4)



 .
Пересечением графов G1 и G2 называется граф G= G1∩G2, множество вершин которого R= R1∩R2, а множество ребер A= A1∩A2.

Кольцевой суммой графов G1 и G2 называется граф [image: image16.png]


 , порожденный на множестве ребер [image: image17.png](4 UAx V(A NA)



 , т. е. на множестве ребер, присутствующих либо в G1, либо в G2, но не принадлежащих их пересечению G= G1∩G2.
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2.10. История возникновения теории графов
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Первые задачи теории графов были связаны с решением математических развлекательных задач и головоломок (задача о Кенигсбергских мостах, задача о расстановке ферзей на шахматной доске, задачи о перевозках, задача о кругосветном путешествии и другие). Одним из первых результатов в теории графов явился критерий существования обхода всех ребер графа без повторе​ний, полученный Л. Эйлером при реше​нии задачи о Кенигсбергских мостах. Вот пересказ отрывка из письма Эйлера от 13 марта 1736 года: ” Мне была предложена задача об острове, расположенном в городе Кенигсберге и окруженном рекой, через которую перекинуто 7 мостов. Спрашивается, может ли кто-нибудь непрерывно обойти их, проходя только однажды через каждый  мост. И тут же мне было сообщено, что никто еще до сих пор не смог это проделать, но никто и не доказал, что это невозможно. Вопрос этот, хотя и банальный, показался мне, однако, достойным внимания тем, что для его решения недостаточны ни геометрия, ни алгебра, ни комбинаторное искусство. После долгих размышлений я нашел лёгкое правило, основанное на вполне убедительном доказательстве, с помощью которого можно во всех задачах такого рода тотчас же определить, может ли быть совершен такой обход через какое угодно число и как угодно расположенных мостов или не может“. 
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Кенигсбергские мосты схематически можно изобразить так:

Правило Эйлера:

1. В графе, не имеющем вершин нечетных степеней, существует обход всех рёбер (причем каждое ребро проходится в точности один раз) с началом в любой вершине графа.

2. В графе, имеющем две и только две вершины с нечетными степенями, существует обход с началом в одной вершине с нечетной степенью и концом  в другой.

3. В графе, имеющим более двух вершин с нечетной степенью, такого обхода не существует.

Сформулированная в середине 19 в. проблема четырех красок также выглядит как развлекательная задача, однако попытки ее решения привели к появлению некоторых  исследований графов, имеющих теоретическое и прикладное значение. Проблема четырех красок формулируется так: ”Можно ли область любой плоской карты раскрасить четырьмя цветами так, чтобы любые две соседние области были раскрашены в различные цвета?”. Гипотеза о том, что ответ утвердительный, была сформулирована в середине 19в. В 1890 году было доказано более слабое утверждение, а именно, что любая плоская карта раскрашивается в пять цветов. Сопоставляя любой плоской карте двойственный ей плоский граф, получают эквивалентную формулировку задачи в терминах графов: Верно ли, что хроматическое число любого плоского графа меньше либо равно четырёх? Многочисленные попытки решения задачи оказали влияние на развитие ряда направлений теории графов. В 1976 году анонсировано положительное решение задачи с использованием ЭВМ. 
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Другая старая топологическая задача, которая особенно долго не поддавалась решению и будоражила умы любителей головоломок, известна как “задача об электроснабжении, газоснабжении и водоснабжении”. В 1917 году Генри Э.Дьюдени дал ей такую формулировку. В каждый из трёх домов, изображенных на рисунке, необходимо провести газ, свет и воду. 

                                                                        Свет          вода             газ

Можно ли так проложить коммуникации, чтобы они, нигде не пересекаясь друг с другом, соединяли каждый дом с источниками электричества, газа и воды? Иначе говоря, можно построить плоский граф с вершинами в шести указанных точках? Оказывается, такой граф построить нельзя. Об этом говорится в одной очень важной теореме – так называемой теореме Куратовского. Теорема утверждает, что каждый граф, не являющийся плоским, содержит в качестве подграфа один из двух простейших пространственных графов:
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В середине 19 в. появились работы, в которых  при решении практических задач были получены результаты, относящиеся к теории графов. Так, например, Г. Кирхгоф при составлении полной системы уравнений для токов и напряжений в электрической схеме предложил по существу представлять такую схему графом и находить в этом графе остовные деревья, с помощью которых  выделяются линейно независимые системы контуров. А. Кэли, исходя из задач подсчета числа изомеров предельных углеводородов, пришел к задачам перечисления и описания деревьев, обладающих заданными свойствами, и решил некоторые из них. 

В 20 в. задачи, связанные с графами, начали возникать не только в физике, химии, электротехнике биологии, экономике, социологии и т.д., но и внутри математики, в таких разделах, как топология, алгебра, теория вероятностей, теория чисел. В начале 20 в. графы стали использоваться для представления некоторых  математических объектов и формальной постановки различных дискретных задач; при этом наряду с термином «граф» употреблялись и другие термины, например, карта, ком​плекс, диаграмма, сеть, лабиринт. После выхода в свет в 1936 году монографии Д. Кёнига термин «граф» стал более употребительным, чем другие. В этой работе были систематизированы известные к тому времени факты. В 1936 году вышла небольшая брошюра Ойстена Оре, содержащая блестящее элементарное введение в теорию графов. В 1962 году в Англии была издана книга французского математика Клода Бержа “Теория графов и её приложение”. Обе книги, безусловно, представляют интерес для любителей занимательной математики. Сотни известных головоломок, на первый взгляд не имеющих ничего общего друг с другом, легко решаются с помощью теории графов.
В 20-30-х годах 20 в. появились первые результаты, относящиеся к изучению свойств связности, планарности, симметрии графов, которые привели к формированию ряда новых направлений в теории графов.

Значительно расширились исследования по теории графов в конце 40-х - начале 50-х годов, прежде всего в силу развития кибернетики и вычислительной техники. Благодаря развитию вычислительной техники, изучению сложных кибернетических систем, интерес к теории графов возрос, а проблематика теории графов существенным образом обогатилась. Кроме того, использование ЭВМ позволило решать возникающие на практике конкретные задачи, связанные с большим объемом вычислений, прежде не поддававшиеся решению. Для ряда экстремальных задач теории графов были разработаны методы их решения, например, один из таких методов позволяет решать задачи о построении максимального потока через сеть. Для отдельных классов графов (деревья, плоские графы и т. д.), которые изучались и ранее, было показано, что решения некоторых задач для графов из этих классов находятся проще, чем для произвольных графов (нахождение условий существования графов с заданными свойствами, установление изоморфизма графов и др.).

Существуют и другие циклы задач, некоторые из них сложились под влиянием различных разделов математики. Так, под влиянием топологии производится изучение вложений графов в различные поверхности. Под влиянием алгебры стали изучаться группы автоморфизмов графов. В частности, было доказано, что каждая конечная группа изоморфна группе автоморфизмов некоторого графа. Влияние теории вероятностей сказалось на исследовании графов случайных. Многие свойства были изучены для «почти всех» графов; например, было показано, что почти все графы с n вершинами связаны, имеют диаметр 2, обладают гамильтоновым циклом (циклом, проходящим через все вершины графа по одному разу) [1].

2.11. Основные типы задач, решаемых с использованием графов

Все задачи, решаемые с использованием графов делятся на несколько видов:

- о составлении расписания игр;

- об изображении фигур без отрыва ручки от листа бумаги единым росчерком (об уникурсальных кривых);

- о соединении городов;

- о назначении на должности;

- об одностороннем движении;

- о раскрашивании карт четырьмя (пятью) красками так, чтобы соседние страны с общей границей были бы окрашены в разные цвета;

- задача кратчайшего пути;

- задача минимизации дерева расстояний;

- задача максимального потока в сети;

- задача управления комплексом взаимосвязанных работ и др.

Приведу примеры задач каждого вида с решением.
1) О составлении расписания игр
В шахматном турнире по круговой системе участвуют 7 школьников. Известно, что Ваня сыграл 6 партий, Толя – 5, Леша и Дима – по 3, Семен и Илья – по две, Женя – одну. С кем сыграл Леша?
Решение: Пусть G – граф встреч игроков, в котором вершина 1 соответствует Ване, вершина 2 – Толе, вершина 3 – Леше, вершина 4 – Диме, вершина 5 – Семену, вершина 6 – Илье и вершина 7 – Жене.
Поскольку степень вершины 1 равна шести, то эта вершина соединена со всеми вершинами графа G, а так как вершина 7 имеет степень 1, то она смежна только с вершиной 1. Рассмотрим подграф H1, порожденный множеством вершин {2, 3, 4, 5, 6}. Этот подграф получается из графа G удалением вершин 1 и 7 и всех ребер, выходящих из этих вершин. Поэтому в графе H1, который имеет 5 вершин, степени вершин будут d(2)=4, d(3)=d(4)=2, d(5)=d(6)=1. В графе H1 вершина 2 будет смежной со всеми вершинами, а вершины 5 и 6 – только с вершиной 2. Рассмотрим граф H2, порожденный множеством вершин {3, 4}. Этот граф получается из графа H1 после удаления вершин 2, 5, 6 и всех ребер, выходящих из этих вершин. В графе H2 степени вершин 3 и 4 равны единице. Это означает, что граф H2 имеет вид:

[image: image20]
Возвратив удаленные вершины 2, 5, 6, получим граф H1:
[image: image50.png]



Возвратив теперь удаленные вершины 1 и 7, получим исходный граф G.
[image: image51.jpg]=B




Этот граф описывает встречи школьников. Поэтому Леша, которому соответствует вершина 3, встретился с Ваней, Толей и Димой, которым соответствуют вершины 1, 2 и 4. По этому графу можно также определить, с кем встречались остальные школьники.

2) Об изображении фигур без отрыва ручки от листа бумаги единым росчерком (об уникурсальных кривых)
Расположите на плоскости 6 точек и соедините их непересекающимися линиями так, чтобы из каждой точки выходили четыре линии.

Решение: Смотри рисунок. 
3) О соединении городов

В стране 15 городов, каждый соединен дорогами не менее чем с 7-ю другими. Докажите, что из любого города можно проехать в любой другой либо напрямую, либо через один промежуточный город.

Решение: Рассмотрим город А. Он соединен дорогами с не менее чем семью городами В1, В2, …, В7, … Всего получилось не меньше 8 городов. Предположим, что есть город С, не связанный ни с А ни с В1, В2, …, В7, … Значит он связан только с теми городами, которые остались вне этого списка. Но таких городов меньше 7, что противоречит условию.

4) О назначении на должности

Рассмотрим задачу о назначении на должности. Пусть в некотором учреждении имеется 6 вакантных должностей y1,y2,…,y6 и 6 работников x1,x2,…,x6. Граф D, изображенный на рис.5, иллюстрирует, какие должности y может в силу своей квалификации занимать работник x. Пусть выполнено условие: каждый работник может занимать только одну должность, и каждая работа выполняется только одним работником. Тогда решение этой задачи сводится к построению наибольшего паросочетания в данном двудольном графе.
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5) Об одностороннем движении

В некотором государстве каждый город соединен с каждым дорогой. Сумасшедший король хочет ввести на дорогах одностороннее движение так, чтобы выехав из любого города, в него нельзя было вернуться. Можно ли так сделать?
Решение: Занумеруйте города и направьте движение от городов с меньшими номерами к городам с большими номерами.
6) О раскрашивании карт четырьмя (пятью) красками так, чтобы соседние страны с общей границей были бы окрашены в разные цвета
Задача о четырех красках. На политической карте мира нарисовано несколько государств. Карту нужно раскрасить так, что бы две страны, имеющие общую границу, были покрашены в разные цвета.

Решение: В классическом варианте предполагалось, что карту можно раскрасить четырьмя цветами. Покажем, как эта задача связана с графами. Обозначим каждую страну на карте точкой, вершины, отвечающие странам, имеющим общую границу, соединим ребрами. Теперь задачу о раскрашивании можно сформулировать так: раскрасить вершины планарного графа так, чтобы любые две смежные  были покрашены в разные цвета. Эта задача может быть решена для графов с малым количеством вершин. Если же число вершин достаточно велико, то гипотеза четырех красок оказывается неверной. (Этот факт установлен с помощью мощных компьютеров.)

7) Задача кратчайшего пути
Дана сеть, каждое ребро которой помечено числом, равным его длине. Требуется найти кратчайший маршрут, ведущий от начального узла к конечному.

Алгоритм метода основан на том, что узлам приписывают либо постоянные, либо временные метки. Начальному узлу приписывают постоянную нулевую метку. Затем определяют узлы, которые можно достигнуть из начального узла. Им приписывают временные метки, равные длине пути из исходного узла. Выбираем узел с кратчайшим путем и приписываем ему постоянную метку. Для этого необходимо следующее:

1.Рассмотрим оставшиеся узлы с временной меткой. Сравним значение каждой временной метки с суммой значения последней из постоянных меток и длины ветви, ведущей из соответствующего узла с постоянной меткой в рассматриваемый узел. Минимальное из двух сравниваемых значений определяет новую временную метку рассматриваемого узла. Если значение прежней временной метки меньше, то временная метка сохраняется.

2.Среди временных меток выбираем ту, значение которой минимально и объявляем ее постоянной меткой. Если при этом постоянную метку приписывают конечному узлу, то задача решена. В противном случае переходим на шаг 1.

Пример. Найти кратчайший путь из узла 1 в узел 6 (рис. 9).

Алгоритм решения оформим в виде таблицы и отметим шаги решения на рис. 10.

	№ шага
	Узел с постоянной меткой
	Достигае-мый из j узел
	путь
	Длина пути
	Временная метка узла j
	Характер метки

	I
	1
	2

3

4
	1-2

1-3

1-4
	3
5

8
	(3,1)-min
(5,1)

(8,1)
	пост

врем

врем.

	II
	1

2
	3

4

3

5

6
	1-3

1-4

1-2-3

1-2-5

1-2-6
	5

8

7

11

15
	(5,1)- min
(8,1)

(7,2)

(12,2)

(15,2)
	пост

врем

-

врем

врем

	III
	1

2

3
	4

5

6

4

5
	1-4

1-2-5

1-2-6

1-3-4

1-3-5
	8

12

15

6

16
	(8,1)

(12,2)

(15,2)

(6,3)- min
(16,3)
	-

врем

врем

пост

-

	IV
	2

3

4
	5

6

5

5

6
	1-2-5

1-2-6

1-3-5

1-3-4-5

1-3-4-6
	12

15

16

14

10
	(12,2)

(15,2)

(16,3)

(14,4)

(10,4)
	врем.

-

-

-

пост.


Этапы и результат решения можно отметить на графе (см. рис. 10 и 10 а.)


Шаг 1.
Шаг.2.


[image: image22]

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 
[image: image23]
         Шаг 3.
                 Шаг.4.
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 SHAPE  \* MERGEFORMAT 
[image: image25]
Рис. 10.
Решение


[image: image26]
8) Задача минимизации дерева расстояний
Иногда эта задача называется задачей о соединении городов. Имеется n городов 
[image: image27.wmf]A
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, которые нужно соединить между собой сетью дорог. Известна стоимость 
[image: image28.wmf]c

ij

сооружения каждой дороги 
[image: image29.wmf]A

A

j

i

-

. Какой должна быть сеть дорог, связывающая все города, чтобы стоимость ее сооружения была минимальна?

Алгоритм.

1.Выбираем любой узел сети и находим ребро с минимальной величиной 
[image: image30.wmf]c

ij

. Соединяем два узла (i, j) ребром.

2. Выбираем следующий узел с минимальным значением 
[image: image31.wmf]с

ij

до уже выбранных узлов. В случае равенства значений  
[image: image32.wmf]с

ij

 выбираем произвольно один из узлов.

3. Если все узлы сети соединены ребрами, то задача решена. В противном случае  переходим к шагу 1.

Пример. Пусть необходимо соединить города А, В, С, Д сетью дорог минимальной стоимости, если  известна стоимость сооружения каждой дороги. 


[image: image33]

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 
[image: image34]
Решение: В качестве начального узла выбираем узел А. Дорога с минимальной стоимостью связывает узел А с узлом В (с=10). Рассматриваем узла А и В. Из них выходят дороги АС (с=48), АД (с=45), ВС (с=18) и ВД (с=21). Дорога минимальной стоимости 18 есть дорога ВС. Присоединяем узел С к узлам А и В. Осталось присоединить узел С. Дорога с минимальной стоимостью с=14 есть дорога СД. Таким образом, соединили все узлы сети дорогами (рис. 8). При этом минимальная стоимость составит minC=10+18+14=42.

9) Задача максимального потока в сети
Задана сеть, каждое ребро которой имеет ограниченную пропускную способность. Эту сеть можно представить себе как сеть автомобильных дорог, в которой известна пропускная способность каждой дороги в прямом и обратном направлении. Требуется определить максимально возможный поток в этой сети из начального узла в конечный.

Обозначим через 
[image: image35.wmf]c
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пропускную способность ребра (i,j) в прямом направлении. Отметим, что пропускная способность ребра в прямом и обратном направлении не обязательно равны, т.е., 
[image: image36.wmf]c
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в общем случае. 

Алгоритм решения.

1.Выберем произвольный путь от начального пункта к конечному. Если такой путь определить нельзя, то задача решена.

2.В выбранном пути найдем ребро с минимальной пропускной способностью. Обозначим ее через С.

3.Уменьшим пропускные способности ребер в прямом направлении на величину С и уменьшим пропускные способности ребер в обратном направлении на выбранном пути на величину С. Переходим к шагу 1.

10) Задача управления комплексом взаимосвязанных работ
В задачах управления часто приходится планировать выполнение комплекса взаимосвязанных работ. Для этих целей были разработаны специальные методы – методы сетевого планирования и управления (сокращенно СПУ). Первоначально идеи СПУ были разработаны в США в конце 50-х годов и реализованы в виде двух систем сетевого анализа – CPM (Critical Path Method – метод критического пути) и PERT (Program Evaluation and Review Technique – оценка программ и способ проверки). В основе этих методов лежит представление комплекса работ в виде ориентированного графа, вершины которого называют событиями, а дуги – работами.

Определение: Работой называется действие или трудовой процесс, сопровождающийся затратами ресурсов, времени и приводящий к определенным результатам.

Также принято работой считать процесс, который не требует затрат времени (фиктивная работа, означающая логическую связь между узлами сети) или ресурсов (ожидание). На сетевом графике работы идентифицируются с дугами, фиктивная работа или ожидание рисуются пунктирными линиями, и над каждой работой ставится число 
[image: image37.wmf]t
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, означающее продолжительность этой работы или другой параметр (например, количество людей, выполняющих эту работу).

Определение: Событием называют факт окончания всех работ, в него входящих и начала всех работ, из него выходящих. 

На сетевом графике событие обозначают кружком, разделенным на четыре сектора, внутри которых записывают номер события (в верхней четверти) и другие параметры, о которых скажем далее.

Событие, с которого начинается выполнение проекта, является исходным, оно не имеет предшествующих работ. Событие, констатирующее факт окончания проекта, называется завершающим, оно не имеет последующих работ. Все прочие события называются промежуточными.
Правила построения сетевого графика

1.В сетевом графике не должно быть «тупиков» - событий, из которых не выходит ни одна работа (за исключением завершающего события).

2. В сетевом графике не должно быть событий, кроме исходного, которым не предшествует хотя бы одного события.

3.При построении сетевого графика нельзя допускать, чтобы одно событие было связано несколькими работами (это бывает при изображении параллельно выполняемых работ). В этом случае вводят дополнительное событие и связывают его с последующим фиктивной работой.

4. В сетевом графике не должно быть замкнутых циклов.

Покажем на примере подготовки тестирования школьников, как строится сетевой график. На первом этапе перечисляются все работы, входящие в комплекс и записываются в порядке их следования. Затем определяются начальные работы, которые могут выполняться параллельно, для остальных работ определяется, после каких работ они должны выполняться, и определяется время выполнения каждой работы. Все это заносится в таблицу. Затем рисуется сетевой график, нумеруются события в порядке их следования и каждой работе присваивается код (i,j), где i– номер начального для работы события, j-номер конечного события.

Результаты представлены в таблице:

	№
	Название работы
	Опирается на работы
	Продолжительность работы
	Код работы

	1.
	Подготовка оборудования для обработки тестов.
	-
	5
	1-2

	2.
	Подбор экзаменационной комиссии
	-
	2
	1-4

	3.
	Проведение семинаров для членов экзаменационной комиссии
	2,5
	3
	4-7

	4.
	Подготовка вариантов экзаменационных тестов
	-
	10
	1-3

	5.
	Подготовка документации для проверки работ
	4
	3
	3-4

	6.
	Проведение экзамена.
	4
	1
	3-6

	7.
	Монтаж оборудования
	1
	3
	2-5

	8.
	Обучение технического персонала.
	7
	2
	5-6

	9.
	Обработка входных документов
	6,8
	2
	6-7

	10.
	Проверка экзаменационных работ
	3,9
	3
	7-8

	11.
	Обработка результатов.
	10
	2
	8-9


Сетевой график представлен на рис 11[2].

2.12. Прикладные задачи, решаемые с помощью графов
2.12.1. Графы и информация

Двоичные деревья играют весьма важную роль в теории информации. Предположим, что определенное число сообщений требуется закодировать в виде конечных последовательностей различной длины, состоящих из нулей и единиц. Если вероятности кодовых слов заданы, то наилучшим считается код, в котором средняя длина слов минимальна по сравнению с прочими распределениями вероятности. Задачу о построении такого оптимального кода позволяет решить алгоритм Хаффмана. 
Двоичные кодовые деревья допускают интерпретацию в рамках теории поиска. Каждой вершине при этом сопоставляется вопрос, ответить на который можно либо "да", либо "нет". Утвердительному и отрицательному ответу соответствуют два ребра, выходящие из вершины. "Опрос" завершается, когда удается установить то, что требовалось. 
Таким образом, если кому-то понадобится взять интервью у различных людей, и ответ на очередной вопрос будет зависеть от заранее неизвестного ответа на предыдущий вопрос, то план такого интервью можно представить в виде двоичного дерева.

2.12.2. Графы и химия

Еще А. Кэли рассмотрел задачу о возможных структурах насыщенных (или предельных) углеводородов, молекулы которых задаются формулой: CnH2n+2. 
Все атомы углеводорода четырехвалентны, все атомы водорода одновалентны.
Молекула каждого предельного углеводорода представляет собой дерево. Если удалить все атомы водорода, то оставшиеся атомы углеводорода также будут образовывать дерево, каждая вершина которого имеет степень не выше 4. Следовательно, число возможных структур  предельных углеводородов, т. е. число гомологов данного вещества, равно числу деревьев с вершинами степени не больше четырех. 
Таким образом, подсчет числа гомологов предельных углеводородов также приводит к задаче о перечислении деревьев определенного типа. Эту задачу и ее обобщения рассмотрел Д. Пойа.

2.12.3. Графы и биология 

Деревья играют большую роль в биологической теории ветвящихся процессов. Для простоты мы рассмотрим только одну разновидность ветвящихся процессов – размножение бактерий. Предположим, что через определенный промежуток времени каждая бактерия либо делится на две новые, либо погибает. Тогда для потомства одной бактерии мы получим двоичное дерево. 
Нас будет интересовать лишь один вопрос: в скольких случаях n-е поколение одной бактерии насчитывает ровно k потомков? Рекуррентное соотношение, обозначающее число необходимых случаев, известно в биологии под названием процесса Гальтона-Ватсона. Его можно рассматривать как частный случай многих общих формул.

2.12.4. Графы и физика

Еще недавно одной из наиболее сложных и утомительных задач для радиолюбителей было конструирование печатных схем. 
Печатной схемой называют пластинку из какого-либо диэлектрика (изолирующего материала), на которой в виде металлических полосок вытравлены дорожки. Пересекаться дорожки могут только в определенных точках, куда устанавливаются необходимые элементы (диоды, триоды, резисторы и другие), их пересечение в других местах вызовет замыкание электрической цепи. 
В ходе решения этой задачи необходимо вычертить плоский граф, с вершинами в указанных точках[4].
2.12.5. Графы и экономика

Теория графов находит применение в различных областях современной математики и ее многочисленных приложений, в особенности это относится к экономике, например, когда надо выбрать наилучшие варианты развозки товаров по магазинам, строительных материалов. При составлении больших проектов, содержащих различные виды работ, часто возникает ситуация, когда ту или иную работу можно начать лишь по окончании других. Так, при строительстве дома нельзя приступить к отделочным работам, пока не возведены стены, и нельзя возводить стены до укладки фундамента. Последовательность работ изображается в виде сетевых графиков. Они применяются при планировании деятельности предприятия.

Например, зная дату начала строительства и время, необходимое для выполнения каждой работы, можно выяснить, к какому сроку следует подвезти материалы или пригласить бригады специалистов: плотников, маляров, электриков и т. д.

Сетевые графики используют не только строители, но и конструкторы машин с большим количеством узлов и деталей, диспетчеры железных дорог и многие другие специалисты.

Рассмотрим пример.
Предполагается проложить железную дорогу, которая соединит несколько крупных городов. Для любой пары городов известна стоимость прокладки пути между ними. Требуется найти наиболее дешевый вариант строительства. 
Интересно, что алгоритм нахождения оптимального варианта строительства довольно прост (чего нельзя сказать о других задачах теории графов).

Продемонстрируем его на примере дороги, соединяющей пять городов: A, B, C, D и E. Стоимость прокладки пути между каждой парой городов указана в таблице.
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Сначала строим ту дорогу, которая имеет наименьшую стоимость. В нашем случае это маршрут В – Е. теперь найдем самую дешевую линию, соединяющую город В или Е с каким то из остальных городов. Это путь между Е и С. Включаем его в схему. Далее поступаем аналогично – ищем самый дешевый из путей, соединяющих один из городов В, С, Е с одним из оставшихся – А или D. Дешевле всего соединить его с С. Получим сеть, изображенную на рисунке.
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Описанный алгоритм относится к категории «жадных»: на каждом шаге мы выбираем самое дешевое продолжение пути [5].

3. Задачи, решаемые с помощью графов
Проанализировав литературу по данной теме, я на основе описанных в ней задач, составила и решила несколько своих задач.
1) Один из ребят сказал: «А у нас в классе 25 человек, и каждый дружит ровно с семью одноклассниками!». «Не может быть этого», - ответила приятелю Маша. Почему она так ответила?

Решение: Представим всех ребят в классе в виде вершин графа. Получим 25 вершин. Соединим вершины, обозначающие друзей, ребрами. Тогда из каждой вершины будет выходить по семь ребер. Сумма степеней вершин графа будет равна 25x7=175. Это нечетное число. А нам известно, что сумма степеней вершин графа должна быть четна. Получили противоречие. 
2) В городе N 15 телефонов. Можно ли их соединить проводами так, чтобы каждый телефон был соединен ровно с пятью другими?
Решение: Представим все телефоны в виде вершин графа. Получим 15 вершин. Соединим вершины, обозначающие соединенные телефоны, ребрами. Тогда из каждой вершины будет выходить по пять ребер. Сумма степеней вершин графа будет равна 15x5=75. Это нечетное число. А нам известно, что сумма степеней вершин графа должна быть четна. Получили противоречие.
3) Между тремя одноклассниками – Юрой, Колей и Мишей распределятся роли Салтана, Гвидона и Черномора. Известно, что на роль Салтана претендует 1 мальчик, а Черномора хотят играть трое. Юра пробовался только на 1 роль, Коля готов играть всех трех персонажей, а Миша пробовался на 2. Кто из мальчиков какую роль в школьном спектакле будет играть?
Решение: Для решения задачи применим графы.
Салтан                                       Юра

Гвидон                                     Коля


Черномор                                  Миша

Так как к Салтану идет лишь одна стрелка, то Коля будет играть Салтана. Тогда Коля не будет Черномором, а значит, Черномором будет Юра, который пробовался только на эту роль,тогда Миша будет играть Гвидона.
4) Необходимо составить фрагмент расписания для одного дня с учетом следующих обстоятельств: 1. учитель истории может дать либо первый, либо второй, либо третий уроки, но только один урок; 2. учитель литературы может дать либо второй, либо третий урок; 3. математик готов дать либо только первый, либо только второй урок; 4. преподаватель физкультуры согласен дать только последний урок. Сколько и каких вариантов расписания, удовлетворяющего всем вышеперечисленным условиям одновременно, может составить завуч школы?

Решение: Без сомнения, эту задачу можно решить путем обыкновенного перебора всех возможных вариантов, но решение будет наиболее простым, если вычертить граф. 
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4) В составе экспедиции должно быть 6 специалистов: биолог, врач, синоптик, гидролог, механик и радист. Имеется 8 кандидатов, из которых и нужно выбрать участников экспедиции; условные имена претендентов: A, B, C, D, E, F, G и H. Обязанности биолога могут исполнять E и G, врача - A и D, синоптика - F и G, гидролога - B и F, радиста - С и D, механика - C и H. Предусмотрено, что в экспедиции каждый из них будет выполнять только одну обязанность. Кого и в какой должности следует включить в состав экспедицию, если F не может ехать без B, D - без H и C, C не может ехать вместе с G, A - вместе с B?

Решение: для решения этой задачи построим граф.

[image: image41]
C не может ехать вместе с G, A - вместе с B. Значит должен поехать кто-то один из каждой пары, но т.к. F не может ехать без B, то А не едет. Значит врачом будет D, а должность радиста займет C. C не может ехать вместе с G, значит G не едет. Механиком будет H. G не едет, следовательно биологом будет E, а синоптиком – F. Должность гидролога займет B.
5) Каждый из 17 участников конференции общается со своими коллегами. Каждый двое разговаривают на английском, немецком или русском. Докажите, что не менее трех ученых могут общаться без переводчика.
Решение: Построим граф, вершины которого обозначают ученых. Ребра одинакового цвета, обозначают ученых, говорящих на одном языке. Если они говорят на английском, то они соединены черным ребром, если на немецком – красным, а если на русском – синим. Докажем, что в графе есть треугольник, составленный из одноцветных ребер. Рассмотрим произвольную вершину графа. Из вершины должно выходить минимум 6 ребер одного цвета, т. к. степень вершины этого графа равна 16. Пусть для определенности из вершины 1 выходит 6 черных ребер. Если какая-либо пара вершин, соединенных с вершиной 1 также соединена черным ребром, то мы нашли искомый треугольник. Если же они все соединены красными или синими ребрами, то в графе обязательно найдется красный или синий треугольник.
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Рисунок 1. Пути в графе
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Рисунок 2. Гомеоморфные графы
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Рис.9.
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Рис.8.
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Рис.11.
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